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Teil |

Formale Sprachen und Automatentheorie

1. Allgemeines

1.1. Grundbegriffe
Im folgenden: Abstraktion von Alphabet, Wort, Grammatik und Sprache

Definition:

Alphabet 3: endliche, nicht-leere Menge von Zeichen
Beispiel: ¥={0,1]

Wort w_uber ¥: endliche Folge von Zeichen aus X
Beispiel: w=01011

Lange eines Wortes w iiber X: |w)|
Beispiel: |w|=5

Leeres Wort e: enthalt keine Zeichen, |e|=0

3": Menge aller Worter iiber X (ist immer unendlich)
>": Menge aller nicht-leeren Worter uber X

Sei ae¥:a":=aa...a,a’:=¢
—_
k—mal

Beispiel: 0*=0000
Verkettung (Konkatenation) w,-w, zweier Worter

w,,w,€3" ist das Wort, das durch Hintereinanderschreiben von w; und

w, entsteht
Beispiel: 01-:011=01011

Definition: (FoRMALE SPRACHE)

Sei X ein Alphabet. Eine formale Sprache L (uber 2) ist eine beliebige
Teilmenge von 3.

Prazisierung der formalen Sprache durch:

a) Auflisten aller Elemente von L (nur bei endlichem L)

b) Mathematische oder informelle Beschreibung einer Gesetzmaligkeit

c) Endliche Erzeugungsverfahren (Grammatiken: Angabe von Regeln, die

alle Worter von L erzeugen).

d) Endliche Erkennungsverfahren (Automaten: Angabe eines Algorithmus,

der entscheidet, ob wel).

1.2. Grammatik
Definition:
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G=(V, %, R, S) mit
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: Alphabet von Variablen (Nonterminale)

: Alphabet der Terminale

°
oM<

: einer endlichen Menge von Regeln (Produktionen)
x—p
mit xe(VUI)*, Be(VUZ)

® SeV: Startvariable

Beispiel:
GARI":([S}/[+’*Ial(/)}1RIS) m].t S
R={S-5+8S, S+§
S—S%S, S5+(S)
S— aj a+(a*a)
G g erzeugt korrekt geklammerte arithmetische
Ausdrucke.
Konvention:
kleine lateinische Buchstaben (a, b,...) Terminale
grolse lateinische Buchstaben (A, B,...) Variable
kleine griechische Buchstaben («,B,...) Worter, bestehend aus

Terminalen und Variablen

Regelmenge definiert dann Grammatik vollstandig: Linke Seite der ersten
Regel gibt Startvariable an.

Sei G=(V,3,R,S) eine Grammatik. Wir definieren die Relation

x=p
(« geht unter G in einem Schritt in g uber), falls «, 8 die Form

X=Y1TY¥>

B=y1vy: Sﬁ:_‘(:)
haben, und t—veR. s+(s*s)

Wenn die Grammatik klar ist — kurz: «=8 iV

f_’@ Y1T€ Y,=€

T v

«=,p (in Worten: « geht unter G in endlich vielen Schritten in g iiber), wenn
«=p oder Worter wy w; ...,w, mit wy=«,w,= und w;,—sw,,, fur i=0,..., n—1.
Wir nennen S:Ew €3 eine Ableitung, und S=w;=...2w,=w eine
Ableitungsfolge fur w.
Beispiel: mit Gug,

5= 5+ 5= 5% 5+ 5= 5% 5x S5+ 5= S+ Sx(S)+ S= Sx S*(S+ S)+ 5= Sx Sx(S+ S)+ S>...

=>a*ax(ata)ta
S="axax(a+a)+a
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Beispiel: einfache deutsche Satze

hier: eine Variable!
—

<Satz> — <Subjekt> <Pradikat><Objekt>
<Subjekt> — <Artikel> <Substantiv>
<Artikel> —die
<Substantiv> — Katze
<Substantiv> —Maus
<Substantiv> — Ratte
<Pradikat>— jagt
<Pradikat> — frisst
<Objekt> — <Artikel> <Substantiv>
Spitze Klammern: Variablen; Startvariable: <Satz>

Durch diese Grammatik werden z.B. folgende Worter (hier: Satze) erzeugt:
die Katze frifst die Maus
die Maus jagt die Ratte usw.

Anschauliche Darstellung einer Ableitung: Ableitungs- oder Syntaxbaum

Wurzel: Startvariable
Elternknoten: linke Seite der Regel
Kinder: Objekte auf der rechten Seite der Regel
<Satz>
<Subjekt> <Pradikat> <Objekt>
<Artikel> <Substantiv> <Artikel> <Substantiv>
die Katze jagt die Maus

Definition: (von GRAMMATIK ERZEUGTE SPRACHE)

Sei G=(V,%,R,S) Grammatik. Die von G erzeugte Sprache ist die Menge
L(G) ={weX"|S=w].

Garr: S—(S) S§5-5%S
S—->S5+S S—a

Es gilt z.B.
axax(a+a)tracL(G,g)
und
ala+a)gL(G,g)

1.3. Chomsky-Hierarchie
Noam Chomsky (1956)
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Definition: (Cromsky-GraMmMaTIK vOoM TYP )

Eine Grammatik G=(V,X, R, S) ist automatisch vom (rekursiv
aufzahlbar). Keine Einschrankungen fur die Regeln.

Sie ist weiter vom Typ

:< alle Regeln sind vom Typ
oy Ay, — o Boxy Kontext

mit A€ V; &, o, €(VUZ) ;pe(VUX).

:= alle Regeln sind vom Typ

A—-«
mit Ae V; xe(VUx)* auf der linken Seite steht nur eine Variable!
:= alle Regeln sind vom Typ <int> 0|1
A— aB 0 <int>
oder
A—a
mit A,BeV; aeX (,Rechtslinearitat”)

Eine Sprache Lc>" heillt vom Typ i (i=0, 1,2, 3), wenn eine Grammatik G
vom Typ i existiert mit L(G)=L.

Soll fur eine Grammatik vom Typ 1, 2, 3 gelten: e€L(G), so wird Regel S—e¢

zugelassen, S darf dann aber auf keiner rechten Seite mehr auftauchen (,e-
Freiheit”).

Satz:
Jede Typ-i-Grammatik (i=1, 2, 3) ist Typ-(i-1)-Grammatik.
Selbiges gilt fur Sprachen.

Beispiele:
Typ 3: S-0S z=(0], V={S
S—0
S=05=00S8=>...0" 1 S=0"
Esist L(G)={0"|n>1}
Typ 2: 5-0S1 >=(0,1}, V={S}

S—-01

S5=0S1=00S11=..=0"'81"'=>0"1"
L(G)=[0"1"n=1)
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Typ 0O: S$-0SBC 1 >=(0,1,2}, V=(S,B,C}

S—-0BC 2 SStartvariable
CB—-BC 3+<nicht kontextsensitiv

0B—-01 4

1B-11 5

1C—-12 6

2C—22 7

Nicht sofort offensichtlich: L(G)={0"1"2"|n>1}
e Regeln 1, 2: 07(BC)" aufbauen
e Regel 3: 0"B"C"
e Regeln 4, 5: in 0"1”C" umwandeln
e Regeln 6, 7: in 0"1"2” umwandeln
Definition:

Eine Grammatik G heilst beschrankt, wenn sie keine verkurzenden Regeln
enthalt. D.h. aus =48 folgt |B|>|«]|.

Kontextsensitive Grammatiken sind beschrankt.

Umgekehrt gilt:
Satz.:

Zu einer beschrankten Grammatik G gibt es eine eine aquivalente
kontextsensitive Grammatik G' mit L(G)=L(G").

2, bezeichne die Menge aller Sprachen vom Typ i.

Satz:

Echte Teilmengenrelation! - Chomsky-Hierarchie
e [={0"1"n=1} ist Typ 2, nicht aber Typ 3

e L '={0"1"2"n>1} ist Typ 1, nicht aber Typ 2 (wegen Beschranktheit)

1.4. Wortproblem

Definition: (ENTSCHEIDBARKEIT)

Eine Aussage heilSt entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der nach
endlich vielen Schritten die Antwort gibt, ob die Aussage wahr oder falsch
ist.

Eine formale Sprache Lc>" heilt entscheidbar, wenn fiir jedes we>" die
Aussage ,weL"” entscheidbar ist. ~Wortproblem*

Satz:
Ist eine Sprache kontextsensitiv, dann ist sie entscheidbar.
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Beweisidee:

Bei der Ableitung eines Wortes w mit |w|=n konnen alle
~Zwischenergebnisse” hochstens Lange n haben (keine verkurzenden
Regeln). Grammatik hat endliche viele Regeln, systematisch alle Worter mit
Lange <n erzeugen und schauen, ob w drin ist.

Sprachehierarchie:

Regulare Sprachen
Typ-3, REG

Kontextsensitive Sprachen
Typ-1, CS

Entscheidbare Sprachen

1.5. Backus-Naur-Form (BNF)

Verkurzte Notation fur kontextfreie Grammatiken (haufig bei der
Beschreibung von Programmiersprachen).

e Haben mehrere Regeln gleiche linke Seite:

A—-B,
A-B,
A-B,
so schreibt man kurz
A= B[ Byl...|B, « alternativ rechte Seiten durch ,,|“ getrennt

e erweiterte BNF (EBNF)

- optionale Einfugung

A-«x|p] Yy B kann - mull aber nicht — zwischen « und y eingefiigt werden.
steht fur

A—-aBy
A-ay
- beliebig haufige Einfugung
A-o{Bly
steht fur die Regeln
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A—-ay

A—«x By

B—- BB

B—-p
Original-(E)BNF: statt ,—“ schreibt man ,,::=", Variablen in spitzen Klammern.
Beispiel: Grammatik fur zulassige Bezeichner

<Bezeichner> ::=<Buchstabe>|<Bezeichner> <Buchstabe>|<Bezeichner> <Ziffer>
<Buchstabe>::= |a|b|...|ZA|...|Z
<Ziffer>::=0]...|9

Weiteres Mittel zur Beschreibung kontextfreier Sprachen: Syntaxdiagramme
Bezeichner:

— P Buchstabe >

Buchstabe:

Ziffer:
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. =
%

NI B
2. Regulare Sprachen

Im weiteren: Aquivalente Charakterisierungen und Eigenschaften von
regularen (Typ-3)-Sprachen.

e Grammatiken erzeugen Worter Beide Konzepte
e Automaten akzeptieren / erkennen Worter } definieren Sprache

2.1. Endliche Automaten

2.1.1. Deterministische endliche Automaten (DEA)
Bestandteile:
1. Zentraleinheit, die endlich viele Zustande annehmen kann

2. Eingabeband
3. Lesekopf, liest auf Eingabeband stehende Zeichen von links nach rechts

i n p u t

% Lesekopf —

Zentraleinheit ’@ i:&%?)ltg:z

Definition: (DeTterMiNISTISCHER ENnDLICHER AuTOoMAT (DEA))
Ein DEA A=(Q,%,5, q, F); mit
o (: einer endlichen Menge von Zustanden

o Eingabealphabet

e 6:0xX—-0 der Ubergangs— oder Transitionsfunktion, die jedem Paar
(a,q) mit a€X, ged einen Folgezustand zuordnet.

o q,c0: dem Startzustand

o Fc(: nichtleere Menge von Endzustanden.

Ein DEA A akzeptiert ein Wort w:=a,...a,€3", wenn er w von links nach rechts
zeichenweise liest und dabei eine Folge von Zustanden g, q;...., g, durchlauft,
mit g=6(q, ;,a,) und g,€F.
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Erweiterung von & zu Wortfunktion s :Qx 3" - Q:

1. §°(q,e)=q

). (g wa)=s(s(quw)a)

eyex

Meist wird auf Unterscheidung §,§" verzichtet.

Definition:

Sei A=(Q,%,5,q, F) ein DEA. Dann ist die Sprache L(A):={weX"|§ (q,,w)EF)

die Menge aller von A akzeptierten Worter.

Beispiele:

1. Sei A:(O;Z/51 q’(),Fj mit
O":{quqlququ}

>:=(0,1}
F:={q,
Startzustand g,
6 tabellarisch:
Q/x 0 1
Jo d2 d1
d1 ds3 Jo
d2 Jo ds
qds d1 d2

Wird 0110101 akzeptiert?

1 1 0 1 0 1
0 Pl (P ? Lol O [l O
—

Grafische Darstellung: Zustandsubergangsdiagramme

09.07.2006

Zustande: Knoten

Ubergang s(q,, a)=q, wird zu gerichteter Kante

Startzustand wird mit ,, Einsprungpfeil” versehen: \‘<

Endzustande doppelt umkringeln:
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—L(A): Menge aller Binarworter, in denen Anzahl Oen und len
gerade ist.
2. A=(0,%,5,q,,F) mit
Y := Menge aller druckbaren ASCII-Zeichen (Buchstaben inkl. , “,
Ziffern und Sonderzeichen)
Q:= (G 9 qf
Startzustand g,

F={q,}
6 tabellarisch:

Q / ZBuchstaben Ziffern Sonderzeichen

Jo Ok dr dr
Ok dx dx ds
ds  dt dx of:

Ziffer, Buchstabe

Buchstabe

Sonderzeichen

\'
b alle Zeichen

Satz: Zusammenuang DEA / REG
Jede durch einen DEA akzeptierte Sprache ist regular.

Ziffer,
onderzeichen

Beweis: Konstruktiv

Sei A=(Q,%,5,q,,F) ein DEA. Wir erzeugen Typ-3-Grammatik G=(Q,%,R, q;)
,sodals L(G)=L(A).

e Ist ecL(A), so enthalt R die Regel
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do—¢€

e Jedem Ubergang 6(q;, a=q, ordnen wir die Regel
QI—> a QJ
zu, und falls q;€F zusatzlich
qg—a

Beispiel: DEA

Typ-3-Grammatik:

A-1A
A-0A
B—-0D

B—-0
B-101
C-0B1A
D-0D0|1C1

2.1.2. Nichtdeterministische endliche Automaten (NEA)
Definition: (NEA)

Ein NEA N ist ein 5-Tupel (Q, 2,6, Q,,F) mit @, X und F wie bei DEA, Q,
einer Menge von Startzustanden und 6 einer Abbildung von QXX in die
Potenzmenge von Q. (6:0xX—-p(Q)).

Ein Wort w=a,...a, wird von NEA akzeptiert, wenn es mindestens eine
Zustandfolge q;.q;....q, gibt mit g,€ Q,, g;€56(q;_,, a;) und q,<€F.

e DEA: genau ein Folgezustand fur ein Eingabezeichen

e NEA: (moglicherweise leere) Menge von Folgezustanden

A <a:@ >=(a,b|
b )

NEA kann von g aus mit a in einen der
grunen Zustande wechseln, fur b gibt es
keinen Ubergang.

Fur gegebene Sprache lal’t sich oft NEA leichter finden als DEA.
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Beispiel:

NEA akzeptiert Worter, die ,,00“ oder ,,11“ enthalten.
DEA sind Spezialfalle der NEA. Es gilt aber auch:
Satz: (RaBiN, Scorr)

Zu jeder von einem NEA akzeptierten Sprache gibt es einen DEA, der die
selbe Sprache akzeptiert.

Beweisidee: (Potenzmengenkonstruktion)

Zu einem NEA N=(Q, *,5,Q,,F) wird ein DEA A=(Q',%,s',q,", F'
konstruiert.

Zustandsmengen von Q werden Zustande in Q": Q'cp (Q)
Start:

q =0
N erreicht von Q,(=q; ') aus fir jedes Eingabezeichen neue Zustandsmengen
— neue Zustdande von A.

Fur diese Zustandsmengen wiederholt man das Vorgehen, bis keine neuen
Zustandsmengen mehr entstehen.

N — =1
Zustand DEA Zustand NEA

5 (laqy,...q,),a) = U5 a ,a)

F bilden die Zustandsmengen in Q', die Zustande aus F enthalten.

Beispiel 1:
>=(0]

6 'tabellarisch:

Q/x
{do, a1} {1,492}

{d1,q2} {qz2}
Endzustande {q:}
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Ty 4> .00 )

Beispiel 2:

do o d1 Jo d2
Jo q1 do d1 42 Jo ]2
(o 2 do q1 Jo 2 g3
Jod1ds  |(o 01 U3 do 92 3
do d2 3 Jo d1 d3 Qo 42 ]3
T
kurz fur:
{do, a1, g3}

Endliche Automaten: DEA oder NEA

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die regularen
Sprachen.

Satz:

Zu jeder regularen Grammatik G gibt es einen NEA N, der die von G
erzeugte Sprache akzeptiert, d.h. L(G)=L(N).

Beweisidee:
G=(V,2,R,S) gegeben

Variablen werden zu Zustanden des NEA. Zusatzlich fuhrt man einen
Endzustand E ein.

Aus einer Regel

A—aB a
leitet man Transition
Bes (A, a)
ab,
aus
A—a a
Transition 0 @
Ees(A,a)
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Beispiel:

G: S$—-05]150 X Binarworter mit 0 an vorletzter Stelle
X-0|1

NEA: S€5(S,0)
)

00,1
| - ©

0,1

Daraus folgt fiir formale Sprache LeX™:

L wird von DEA akzeptiert

N L wird von NEA akzeptiert

2.2. NEA mit ~Kanten

L ist regular

Bei e-NEA durfen Kanten mit €, aber auch mit Wortern markiert sein.

e-NEA kann
e in einem Schritt ein ganzes Wort verarbeiten

e Zustandsubergange machen, ohne Zeichen zu verarbeiten
% % (@)
bb b

L(N)={bb}ju{b"aln=0]}

@

Satz:
Zu jedem -NEA N existiert NEA N mit L(N)=L(N’)

Beweisidee:

1. Ubergénge in N, die mit einem Zeichen markiert sind, beibehalten.

2. Ersetze Ubergange, die mit einem Wort der Lange n markiert sind,
durch n—1 Zustande und n Ubergange, die mit jeweils einem Zeichen
markiert sind.

3. Alle Zustande, die von einem Startzustand aus durch einen oder
mehrere e-Ubergange erreichbar sind, werden selbst Startzustande.

4. Gelangt man von Zustand g; zu Zustand @, durch eine Kombination
aus beliebig vielen e-Ubergangen und einem regularen Ubergang, der
das Zeichen a verarbeitet, so setzen wir 6 (q,,a)—q,.
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2.3. Regulare Ausdriucke (RA)

RA sind Formeln, mit denen Sprachen uber Alphabet X definiert werden
konnen.
Einem RA y kann Sprache L(y) zugeordnet werden.

RA y L(y)

o a

€ td

a (al

(aB) (ut|ueL(x), TeL(B)]

(x+pB) L(x)UL(B)

()" gOL(O‘j)’ o« =aat =€)
Prazendenz:

* > Konkatenation > +
... erspart Klammerungen

Abklurzungen:
() ==a(ax)
3:=(t,+t,+...) mit¢,,¢,...alle Zeichen von X
Beispiele:
1. =(0,1}, RA
0+(0+1)°00
oder kurz
0+3700

beschreibt {0} und mit ,,00“ endende Bindarworter

2. RA( +a+..4+z+A+..4+Z)(_+a+..+z+A+..+Z+0+...+9)
legale Bezeichner in Programmiersprache

Satz: (KLeeNE)

Die Menge der durch regulare Ausdrucke beschreibbaren Sprachen ist
genau die Menge der regularen Sprachen REG.

Beweis per Konstruktion (siehe Literatur)
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2.4. Minimierung
Satz:

Sei A ein DEA, der L(A) akzeptiert. Es gibt einen eindeutigen DEA A, mit
minimaler Zustandsanzahl und L(A,,,)=L(A).

Beweis uber Konstruktion
Beispiel:

Unerreichbare Zustande weglassen: Hier: d.

Aquivalente Zustédnde, in Zeichen p=g, sind solche, fiir die fiir jedes we>"
gilt:
§(p,w)eF=s6(q,w)eF

Aquivalente Zustéande kann man zu einem Zustand zusammenfassen.
Konstruktionsvorschrift bildet iterativ nicht-aquivalente Zustandspaare.
Tabelle aller moglichen Paare:

a b c e f g

X
X
X
X

O o0 ~Q =
>

X X

b
Schritt 1: Paare (p, g) mit pe F und g¢ F sind nicht aquivalent.

Fur jedes noch nicht gekennzeichnete Paar (p, q) untersucht fur jedes acX
Folgezustandspaare (5(p, a),s(q,a))=:(r,s).

Ist (r, s) nicht-aquivalent, dann auch (p, q).

Wegen (r, s) nicht-aquivalent gibt es z.B. ein w mit § (r, w)e F und § (s, w)&F.
Dann gilt auch ¢(p,aw)eF und 6(q,aw)¢ F und somit p=gq.

Schritt 2: Folgezustand betrachten

<a,h><:° (b, g)
7B f,c) (a, h)

09.07.2006 Seite 16



b, h)— 9 ,
Sk
,h)—C p(h,
(e )izj Ef,g)
(£,h)— % »(c,g)
,h—9p(g,
(g )ﬁig}g)
0
, b,
(a Q)Jizgf,g)
b, g (g,
( g)ﬁgg’g))
USW.
Schritt 3:

(a,9)—2p(b,g)
1 (f,e) n.a.

%

usw.
Schritt 4: gibt keine Anderung mehr

Damit folgt:
a=e, b=h

Minimierter Automat:

2.5. Das Pumping-Lemma
Haupthilfsmittel, um zu zeigen, dal’ eine Sprache nicht regular ist.

Satz (Pumping-LEmMA FUR REG)

Fur jede regulare Sprache L gibt es ein neN, so dal$ sich alle Worter we L

mit |w|>n zerlegen lassen in w=«By, so dalk

1. |B|=1

2. |xBl<n

3. fur alle i=0,1,2,3,... gilt a g’y € L.

09.07.2006
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Beweis:

Sei A ein L akzeptierender DEA mit n Zustanden. Wird Wort w mit |w|>n
akzeptiert, so muls A bereits innerhalb der ersten n Zeichen (=n+1
Zustande) eine Schleife durchlaufen.

Wir zerlegen w=«By so, dals der Zustand von A nach Verarbeitung von «
und « B der selbe ist (q).

PUMP = REG
REG = PUMP

B (und damit die Zustandsschleife) kann beliebig oft durchlaufen werden,
a 'y fuhrt immer auf Endzustand.

Beispiel:
L=[0"1%k=>0) 0"1"|=n
Behauptung: L ist nicht regular.

Wir betrachten das Wort der Sprache 0”1” mit n aus dem Pumping-Lemma.
Dann mufite es bereits im ersten Teil 0” des Wortes ein nicht-leeres B geben,
das man beliebig wiederholen darf.

Offenkundig fithrt aber «g'y fur i#1 zu einem Wort, das nicht in L ist
(#0=#1). Widerspruch!

Anmerkung:

Erfillt eine Sprache das Pumping-Lemma, so ist sie nicht notwendig
regular.

2.6. AbschluBeigenschaften

Fur zwei Sprachen A, B uber X definieren wir mit

Vereinigung: AUB:={weX|weAVweB)
Schnitt: ANB={weX |\ weArweB)
Komplement: A=3"\A

Produkt: AB=|wye3|wecAAyeB]

Stern (Kleene-Hiille): A':= U A" mit A°={e]und A=A A"
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Definition: (AsscHLuss)

Eine Menge ¢ von Sprachen heilst abgeschlossen gegen eine Operation o,
falls aus Aef und Bet folgt: Ao Bel.

(analoge Definition fur unare Operatoren)

Satz:

REG (Menge der regularen Sprachen) ist abgeschlossen unter Vereinigung,

Schnitt, Komplement, Produkt, Stern.

Beweis:

A, Bregular, D,, Dy seien DEAs dafir.

Vereiniqung:

Komplement:
Nichtendzustande vertauscht.

Wegen AnB=AuUB (de Morgan) folgt der Abschlul3 aus der
Abgeschlossenheit fur Komplement und Vereinigung.

Schnitt:

Produkt:

Stern:

o

O

D

A

O

2.7. Entscheidbarkeit

Fur regulare Sprachen lalst sich das Wortproblem in linearer Zeit losen (DEA).

Weitere entscheidbare Probleme:

Fur A erhalt man einen DEA, indem man in D, End- und

@

°c > g
@
2 > g

e Ist eine durch ein DEA akzeptierte Sprache leer?

(Keine Pfade von Start- zu Endzustanden)
e Ist eine regulare Sprache endlich?

Sie ist unendlich, falls ein Wort akzeptiert wird, das langer ist als die
Anzahl der Zustande.

Gibt es erreichbare Zyklen im DEA?

e Sind zwei regulare Sprachen aquivalent?
Vergleich der minimierten Automaten, oder:
Wegen

09.07.2006

Seite 19



A=Be(ANBU(ANB)=40
reg reg reg

ruckfuhrbar auf Leerheitsproblem.

2.8. Anwendungen endlicher Automaten

2.8.1. Schaltungsentwurf

Hier: Einsatz von DEA-Varianten, die Ausgabe an Zustanden (Moore-
Automaten) oder den Ubergangen (Mealy-Automaten) erzeugen.

Endzustande werden nicht ausgezeichnet.

Beispiel: Produktionsanlage
Produkt

Schlitten
(kann leer sein) — P
L |1 |1 |1 |1 |1 | Laufband

Jedes 3. Produkt soll fur die Qualitatskontrolle separiert werden.

Photosensor liefert { 0, Schlitten nicht belegt
1, Schlitten belegt

Simulation der Steuerung durch DEA (verarbeitete Eingabe ist der Sensor-

Input)
0
. @ o aCh
1

Binare Codierung der Zustande: q,=00,...g;=11
Input Sensor =: j; ,alte” Zustandsbits p;, p, und i
definieren ,neue” Zustandsbits n,,n,.

5: P1 Do i n; Do
O 00 O O
0O O 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1
1 1 0 O O
1 1 1 0

Disjunktive NF von 1, und 1,:
1, = Py Py I+ Py Do I+py Dy
Ny = Py Dy I+ Dy Dy I+ Py Py I+ Py Pyl
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————— —O
O
o ’ %
P[P o

Ol
e le]elle] o] ]| »]
u'ﬁ

D-Flipflops
I

2.8.2. Mustererkennung

Suche nach:
e Zeichenketten, z.B. ,10100111“ oder ,mama“
e regularen Ausdrucken

Beispiel:

vereinfachter RA fur eine Gleitpunktzahl
(e+v)d (.d+d.)d (e+e(e+v)d")

e v steht fir ein Vorzeichen {+,-}
e dsteht fur eine Ziffer (0+1+...+9)

e Ausdruck erfalst nicht 123e4. ein Dezimalpunkt mulS vorkommen.

RA — e-NEA —~ NEA

Vergleiche zur Textmustersuche (siehe TAD):
e Automat arbeitet sich immer in linearer Zeit durch Text (O(n)).

(Beste Algorithmen fur konstante Zeichenketten O(HE)).

e Automaten sind viel machtiger (konnen RA erkennen).
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3. Kontextfreie Sprachen

Mit einer Sprache aus REG kann man nicht die Menge aller korrekt
geklammerten arithmetischen Ausdrucke erzeugen. Denn: Mit nur endlich
vielen Zustanden kann man sich nicht eine beliebige Anzahl geoffneter
Klammern merken.

NachstgrolSere Klasse: Kontextfreie Sprachen (CF)

Kontextfreie (Typ-2-)Grammatiken (KFG) G=(V, 2, R,S) haben Regeln der
Form

A-«x
mit Ae Vund xe(VUX)".

Ableitungen in KFG lassen sich als Syntax- oder Ableitungsbaume darstellen
(s.0.)

Fur einen gegebenen Syntaxbaum gibt es eindeutige

Linksableitung: ,immer die am weitesten links stehende Variable zuerst
ersetzen”

Rechtsableitung: ,immer die am weitesten rechts stehende Variable zuerst
ersetzen”

Beispiel:
C-Syntax

<stmt> — <sel stmt> | ...
<sel stmt> - if (<exp>) <stmt>|if (<expr>) <stmt> el se <stmt>

Der Ausdruck
if (<expr>) if (<expr>) <stmt> el se <stmt>
kann auf zwei Weisen erhalten werden:

<sel stmt>

if (<expr>) <stmt>

<sel stmt>

I f (<expr>) <stmt> el se <stmt>

,el se zum inneren i f “

<sel stmt>

if (<expr>) <stmt> el se <stmt>

<sel stmt>

if (<expr>) <stmt>

el se zum aullereni f “
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Grammatik ist (inharent) mehrdeutig (mehrere Syntaxbaume und damit
Links- und Rechtsableitungen fur ein Wort moglich).

3.1. Normalformen

Man kann die Form der Regeln einschranken, ohne an Ausdrucksmachtigkeit
zu verlieren.

Definition: (Cuomsky-NormaLrorM (CMF))

Eine KFG G mit e¢L(G) heilst in CNF, falls alle Regeln eine der beiden
Formen haben:

A-BC
oder
A—a
mit A,B,CeV, a€l.

Ableitungsbaume sind Binarbaume. Alle Knoten (aul’er denen unmittelbar
oberhalb der Blatter) haben 2 Kinder.

Satz:
Zu jeder KFG G mit e¢L(G) gibt es CNF-Grammatik G' mit L(G)=L(G").

Beweisidee:

Nutzlose Regeln eliminieren: z.B. A— B, und B kommt auf keiner linken
Seite mehr vor. Allgemein A— w, und w enthalt Variablen, die nicht in linken
Seiten vorkommen.

Kettenregeln eliminieren: Fur Regeln der Form A— B:

1. Ersetze Variablen in Zyklen B,—B,, B,—~B,,...,B, ,—B,, B,— B, in den
Regeln durch eine einzige neue Variable B.

2. Nummeriere Variablen so, dafls aus A;,— A, folgt: i<

3. Wir eliminieren nun von hinten nach vorne: Gilt A;~ A, und A;,—-«, so
ersetzen wir A, A, mit A,—-«.

Mischformen eliminieren: Wir ersetzen Regeln der Form A— « (mit « kein
einzelnes Terminal oder zwei Variablen) durch A— B, B,...B,; k=2

1. Fir jedes a€X fugen wir neue Variable B, zu V hinzu und die Regel
B.,—a.

2. Ersetze in Mischregeln A— « alle a's in « durch B,.

Mehr als zwei Variablen: Nicht in CNF sind nur noch Regeln A— B, B,... B,
mit k>2.

Wir fithren neue Variable C,,...,C,_; ein und ersetzen solche Regeln durch
A—- B, C,
C,— B, C;

Cy 1By 1By
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Beispiel: KFG

S-C
C—aCblab

1. Keine nutzlosen Regeln
2. Keine Zyklen, Kettenregel S— C eliminieren

S—aCblab
C—aCblab

3. Mischformen eliminieren: Fithre Variablen B,, B, ein
S—-B,CB,|B,B,
C-B,CB,|B,B,
B,—a
B,—b
4. Regeln mit >2 Variablen rechts ersetzen
$—-B,C\|B,B,
C-B,C\|B,B,
B,—a
B,—b
C,—-CB,

Anmerkung:

Neben der CNF gibt es noch die Greibach-Normalform, bei der alle Regeln
die Form

A—aB,...B, (k=0)
haben.

3.2. Pumping-Lemma fir CF
Hilfsmittel, um nachzuweisen, dalS eine Sprache nicht kontextfrei ist.
Satz:

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es ein n€lN, so dals sich alle
Worter we L mit |w|>n zerlegen lassen in w=«uB vy mit folgenden
Eigenschaften:

1. Juv|=1
2. |[uBv|=n
3. Fur alle i>0 gilt: ap’Bv'yelL
Beweisidee:
Sei G die KFG von L in CNF (Ableitungsbaum ist Binarbaum)

Sehr lange Worter = Hohe des Baums > Anzahl Variablen in G

= irgendeine Variable 4 kommt auf einem Pfad von der Wurzel S zu einem
Blatt €3 zweimal vor.
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Ableitungsbaum
(Binérbaum) A

A

wleal w8 v ]y]

Statt
A="pAv="uBy
ist auch die Ableitung o o
A= pAv=a"ppAvv=" s AVIS BV
moglich.
Konsequenz: au'gv'yeL firi=0,1,2...
Anmerkung:
n=2* mit k=Anzahl Variablen in G (CNF)

Beispiel:
Behauptung: L={a" b" ¢"|meN} ist nicht kontextfrei.

Sei n die Konstante aus dem Pumping-Lemma, dann ist sicher
la" b" c"|=n.
Dann mull Zerlegung « u Bvy existieren, mit

(1) |uv|=0 und
(2) [uBv|=n.

Damit kann u Bv nur ein Teilwort von a" b" oder von b” " sein (d.h. es kann
nie a's, b's und c's enthalten).

Wegen (1) muls u#e oder v+#e.

Aus alledem folgt: Die Anzahl von a's, b's und c's in
ap’ gty

kann nicht gleich sein.

Widerspruch! L¢CF

3.3. AbschluBeigenschaften
Satz:
CF ist abgeschlossen unter
e Vereinigung
e Produkt
e Stern
CF ist nicht abgeschlossen unter
e Schnitt
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e Komplement
Beweis:
Seien G,=(V,,%,R,,S;) und G,=(V,, %, R,, S,) zwei KFG (V,nV,=4).

Vereinigqung: G=(V,UV,U(S},%,R,UR,U({S—-5,|S,},S) ist KFG mit
L(G)=L(G,)VL(G,)

Produkt: G=(V,uV,U(S},¥,R,UR,U(S, S,}, S) ist KFG mit L(G)=L(G,)-L(G,)
Stern: G=(V,U{S},3,R,U{S— SSS,|e}, S) ist KFG mit L(G)=(L(G,))’

Schnitt: Der Schnitt der beiden kontextfreien Sprachen
L,=la'b’' i, j>0|

und
L,=(a’b’cli, j>0)
ist
la’b c|j>0)
und damit nicht kontextfrei (siehe oben).

Komplement: Ware CF abgeschlossen gegen Komplementbildung, dann
auch wegen dem Abschluls gegen die Vereinigung und dem Satz von de

Morgan (L,NL,=(L,UL,)) gegen den Schnitt.
Widerspruch!

3.4. Der CYK-Algorithmus
Cocke, Younger, Kasam
Effizienter Algorithmus fur das Wortproblem bei kontextfreien Sprachen,
deren Grammatik G=(V,%, R,S) in CNF gegeben ist.
Methode des dynamischen Programmierens.
Sei w=a,a,...a, ;€. Fiir den Text, ob we L(G) untersuchen wir, aus welchen
Variablen man Teilworte w; ;:=a;a;,;..- 8, ; ableiten kann:
V,,=[Ae VA~"w, |, 0<i<n-1 1<j<n-i

1,]
Es gilt:
weL(G)= SeV, ,

Iteratives Vorgehen in Bottom-Up-Manier:

Wegen G in CNF gilt:
V,,:={[AeV|A—-a)]

Fur j>2 und Ae V gilt A=>*w1.,J genau dann, wenn es eine Regel A— BC und
Index 1<I<j-1 gibt, so dals

* *
B= w, , und C= w;,; ;,
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. .

1]
Rekursive Charakterisierung der Mengen V, ;:
j-1 .
V.= ]szl{Ae VIAA-BCmitBeV, und Ce V,,, , |

Folgende Tabelle wird von oben nach unten gefullt:

do adi dr vee dn-2 dn-1
0,1 Vi1 V1 Viz,1 VMot

V1, 2 Vz, 2 Vn-2, 2

Vind Vi.. O

Vo, n1

VO, n

Laufzeitkomplexitat: o(»’)
Speicherkomplexitat: O(n’)

Beispiel:

Die Sprache
L={a"b"In>1|

wird durch CNF-Grammatik
S—AC|AB
C—-SB
A—a
B—-b

erzeugt.

Uberpriifung, ob w=aabb in Sprache

a a b b
{Ay {A} {B) HEH
g {S} #

m-
{S}

Gibt es zwei Variablen X, Y in gleichfarbigen Menge und Regel Z— X Y, dann
ist Z aus [J|!

Wegen S€V, gilt: aabb ist aus der Sprache.
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3.5. Kellerautomaten

Um Sprachen mit CF akzeptieren zu konnen, mussen wir endliche Automaten
um einen Speicher erweitern.

Linksableitungen von CNF-Grammatiken erzeugen Worter der Form:
a,...a;A,...A,

Anwendung einer Grammatikregel A,—a,,, fuhrt zu
a,...a,a. A,... A,

Anwendung von A,— B, B,:
a,...a;B,B,A,...A,

Terminalwort wird von links nach rechts aufgebaut; rechts steht eine Folge
von Variablen, die nur nach links wachst oder schrumpft.

— Erweiterung der endlichen Automaten um Stack (Kellerspeicher)!

[ n p u t SIK K
Lesekopf — E

L

o L

Zentraleinheit E

R

Zustandsubergange hangen nun nicht nur vom alten Zustand und dem
Eingabezeichen ab, sondern auch vom obersten Zeichen auf dem Stack.

Definition: (NicHTDETERMINISTISCHER KELLERAUTOMAT, NKA)
Ein NKA wird angegeben durch 6-Tupel: K=(Q,X,I,6,q,,#) mit:
e (O: endliche Menge von Zustanden

o Eingabealphabet

o I: Kelleralphabet (mul$ nicht disjunkt zu X sein)
e 5: OX(ZUle))xI'-P(QxI"), die Uberfithrungsfunktion
® g, Startzustand

e #el: Kellerstartsymbol (liegt anfangs unten im Keller)

Initial enthalt Keller nur #, Startzustand ist ¢,, und der Lesekopf befindet
sich auf dem ersten Eingabezeichen.

Es bedeutet nun

5(g.a,A)2(q",B,...B,),
dals K aus dem Zustand ¢ in ¢ ' ibergehen kann, wenn Eingabezeichen «
gelesen wird, und dabei das oberste Kellerzeichen A durch B,...B, ersetzt wird.
(Mit B, oben, B, unten.)
Unter anderem sind auch die klassischen Kelleroperationen moglich:

POP: Regel, bei der kein Zeichen (=€) auf den Keller gelegt wird
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PUSH: Regel, bei der oberstes Kellerzeichen A durch B A ersetzt wird.
Eine Konfiguration «x=(q, u, v) ist definiert durch

q: aktueller Zustand

u: noch zu lesende Eingabe (uex")

v:  Kellerinhalt (verI")

Die Anfangskonfiguration fiir Eingabe w ist: k,=(g, w,#).

b b a b

~ k=(q,bbab,aA)

q > a
A

Ubergang eines NKA von einer Konfiguration zu einer Nachfolgekonfiguration
wird mit Relation + notiert.

Akzeptanz eines NKA kann auf zwei Arten definiert werden:

durch Endzustande: Menge F<Q von Endzustanden festgelegt;
Konfigurationen (g, €, v) mit ¢, €F signalisieren Akzeptanz.
bel.

durch leeren Keller: Konfigurationen (g ,€,€) signalisieren Akzeptanz
bel.

Wie beim NEA reicht die Existenz einer akzeptierenden Berechnung, um das
Wort zu akzeptieren.

Satz:

Beide Akzeptanzbedingungen fur NKAs sind aquivalent. Zu jedem uber
leeren Keller akzeptierenden NKA gibt es einen NKA, der die selbe Sprache
uber Endzustande akzeptiert, und umgekehrt.

Ohne Beweis.
Beispiel:
NKA, der
L={ww"|lwe(0,1])
akzeptiert, mit «w* dem zu w gespiegelten Wort.
NKA hat zwei Zustande:

® 4': Zeichenweise Ablage der Eingabe im Keller (Startzustand)
e 4: Uberprifen, ob Rest der Eingabe = Keller
Akzeptanz bei leerem Keller.

Wechsel 4" — ¢ erfolgt nichtdeterministisch, wenn oberstes Kellerzeichen =
Eingabezeichen.

K:({q+’ q}’{o’ 1}’{0’ 1,#},5,6]+, #)
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Definition von 6 (a,b€{0,1},a#b):

6(q*,a,a)=((q",a a)au(%gj, €)]  "Switch" n.d. Switch
o(q".a,#)=((q" a#)] Start ablegen
6(q*,a,b)={(q",ab)|* Keller fiillen
6(q,a,a)={(q’,€)] Vergleich annihilieren
5(q",e,#)=((q",€)] Raute l6schen Ende
6(q,e,#)=((q ,€)] Raute 16schen Ende

Mogliche akzeptierende Berechnung fiir 0110:
(g",0110,#)F (¢*,110,0#)F (¢*,10,10#)F (¢7,0,0#) (¢ ,€, #) (¢, €, €)

Anmerkung: grafische Darstellung (nicht ubersichtlich, deswegen nicht
wirklich verwendet)

0/0le
0/0/00 1/1/e
1/7/11 elttle

00k @g}
Ve

0/1/01

1/0/10

oo

113

ltfs
Satz:

Eine Sprache ist kontextfrei genau dann, wenn sie von einem NKA erkannt
wird.

Beweis:

,=" konstruktiv

Sei KFG G=(V,X,R,S) gegeben. Wir konstruieren einen NKA, der L(G)
akzeptiert.

Idee: Generieren Ableitung S=" weX" auf dem Keller. Falls w gleich der
Eingabe, akzeptiere mit leerem Keller.

K=({qq.q,}, 2, VUIXU#,5,q,,#)
Zu é:

1. Fuge Ubergang
5(qq.€,#)2(q,, S#)
hinzu (S auf Keller).

2. Fur Regeln vom Typ A—«a mit AeV,ae(VuZ3) fiige Ubergang
5(q,.€,A)3(q,, o)
hinzu (so konnen wir nichtdeterministisch alle Ableitungen auf Keller
erzeugen).
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3. Fiir alle a€X fiige Ubergang
5(q,,a,a)>(q,,¢€)
hinzu (Vergleich Kellerwort — Eingabe, dabei leeren des Kellers).
4. Hinzufugen von
6(%’6’ #)9<Q1’€)

,<": siehe Literatur

Beispiel:
Der zur Grammatik
$§—0S51]01
aquivalente NKA ist
K=({q4,4,),10,1},{0,1,#,5},5,q,,#)

mit
5(510’ E’#):[(‘h S#)}
5(q,,€,8)={(q,,0851),(¢,,01)}
5(q,,0,0)={(q,,€)}
5(q,,1,1)=1{(q,.,€))

Beispielberechnung fur 001 1:
(94,0011, #) - (¢,,0011,5#)  (¢,,0011,051#) (g,,011,S1#)(q,,011,011#)

(g, 1L,11#) - (q,, 1,1#) — (q,, €. #) — (g,, €. €)

Bei Kellerautomaten:

— Akzeptanz

e NKA sind echt machtiger als deterministische Kellerautomaten (DKA).

e DKA definieren eigene Sprachklasse, die deterministisch kontextfreien
Sprachen, die eine echte Teilmenge von CF sind.
Beispiel:
Fur die Sprache
L={ww"|wel0,1,]")
lafst sich NKA konstruieren (s.o.), aber kein DKA.
Fur die Sprache

L={w$ w"wel0,1]]
gibt es dagegen auch einen DKA. (Umschalten vom einen in den anderen
Modus nach ,,$“

4. Kontextsensitive und Typ-0-Sprachen
Machtigeres Automatenmodell als Kellerautomaten notig.

Man beseitigt Einschrankungen des KA, dal’ dieser nur auf oberstes Zeichen
in Speicher zugreifen kann:

Der Turing-Maschine (TM) steht Speicherband mit unendlich vielen Feldern
zur Verfugung. Sie kann folgende Aktionsn ausfuhren:

e ein Zeichen auf Band lesen, loschen, schreiben
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e ein Feld nach links oder rechts ricken oder stehen bleiben.

unendliches Band

O i n 0 u t O O
- —p» Schreib-/
Lesekopf
endliche
Zentraleinheit

,0“ sind Bandfelder, die noch nie vom SLK verandert wurden.
Definition:
Eine TM T ist gegeben durch ein 7-Tupel
TZ(O/Z/F/ 5/ qO/Dlm
mit
Q: endliche Zustandmenge
2 Eingabealphabet
I'>X: Arbeitsalphabet

8 : QXTI - QXTI x MUberfiihrungsfunktion. Dabei ist M:={«,—, 0] die
Menge der moglichen Positionsanderunge des SLK (links, rechts, stehen
bleiben)

g,: Startzustand
Oer\x: Blank
Fc< Q: Menge der Endzustande

TM startet im Zustand q,, Eingabe we 3" befindet sich auf Band und der
SLK steht auf erstem Zeichen von w.

§(q,a)=(q', b, m) bedeutet:
1. T geht von Zustand g nach g’ uber, wenn a auf dem Band steht.
2. Dabei wird acrl’ durch ber {iberschrieben, und
3. der SLK fuhrt danach Bewegung meM aus.

Eine Konfiguration (q,y, n) einer TM ist

e der aktuelle Zustand g€ Q

e der Inhalt des Bandes yeI”

e und die Position des SLK n
Zu einem Zeitpunkt.

(q',y ', n’) ist Folgekonfiguration von (q,y, n), falls Ubergang &(q,a)=(q’, b, m)
ausgefuhrt wird, und y 'aus y durch Ersetzung von a mit b ans Position n
entsteht. Weiter ist
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n-1, m=«
n'=in, m=0
n+1l, m=-
Schreibe: (q,y,n)—(q',y ', n’
Bequemere Schreibweise fiir Konfigurationen als Worter aus I QI :

« gp ist Konfiguration einer TM in Zustand q, auf dem Band steht «, und
der SLK befindet sich auf dem 1. Zeichen von B.

Eine TM halt, falls in Zustand q der SLK auf Zeichen a€I steht, und ¢ fur die
Argumente (q, a) nicht definiert ist.

Definition:

Eine TM 7T akzeptiert ein Eingabewort we 3", falls T nach endlich vielen
Schritten in Endzustand halt.

Von T akzeptierte Sprache: L(T):={weX |wwird von Takzeptiert]
- Eine TM muls nicht halten!
- Oft sind TM so definiert, dald sie im Endzustand immer halten

- Nicht deterministische TM sind genauso machtig wie deterministische
DTM (deshalb hier keine Unterscheidung)

Beispiel:
DTM 17, die L={0"1"2"|n>1} erkennt.
Idee: Wiederhole
e Erste 0 loschen, 071797, 0n 118 1gn-1
e iiberschreibe letzte 1 mit 2 akzeptieren, wenn Band

am Ende leer
e losche beide letzen 2en.

T=({qo.---.90,95},10,1,2},{0,1,2,0, 5, G,.(qF))

mit o:
§(q,,0)=(q,,0,-) 16sche erste 0
5(q;,0)=(q,0,-) Oen iiberspringen
5(q,,1)=(q,,1,-) len Uberspringen
5(q,,1)=(q,,1,-)
5(q,,2)=(qs;,2,<) zuruck zur letzten 1
5(q5,1)=(qy,2,-) letzte 1 mit 2 iiberschreiben
5(qy,2)=(q,,2,-) 2en iiberspringen
5(q,,0)=(q5,0, ) zurick zur letzten 2
5(qs,2)=(qs, 0, <) letzten beiden 2en loschen
5(q6/2):(CI7;D,‘_) :
5(q,.0)=(qr0,0) alle Oen, 1en, 2en geléscht. Akzeptanz
6(q,,2)=(qs,2, ) Wechsel g;— g; notig
5(qs,2)=(qs,2, <) nach links laufen
5(qs,1)=(q,1,+) ;
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5(qs.,0)=(qs,0, <)

5(qs,0)=(q,.0,-) von vorn beginnen
Beispielrechnung:
q,012 - q,12+1q,2+ q;12+2q,2+22q,+2q,2+ g2 +— q,0+ g0

Akzeptanz
Blanks werden nur geschrieben, wenn sie notig sind.

Die durch Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die Typ-0-
Sprachen.

(ohne Beweis)

Was ist mit kontextsensitiven Sprachen (Typ-1)? Da deren Grammatiken keine
verkurzenden Regeln enthalten, reichen Turingmaschinen, bei denen das
Band die Lange der Eingabe hat (plus linkes und rechtes Randsymbol),
sogenanntes linear beschrankte Automaten (LBA).

Zusammenfassung:

Sprache = Automat
regular endlicher Automat
kontextfrei NKA
kontextsensitiv. LBA
Typ-0 M

Aquivalenz deterministisch - nichtdeterministisch
Endliche Automaten ja

Kellerautomaten nein
LBA ungeklart
Turingmaschine ja

5. Anwendung formaler Sprachen: Compilerbau

Aho, Sethi, Ullman: Compilers
Dragon Book

Ubersetzung

Quellprogramm —
ausfuhrbares Programm

09.07.2006 Seite 34



Quellprog.

v

lexikalische
Analyse

v

syntaktische

Symboltabellen- Anaiyse

verwaltung

Fehler-
behandlung

semantische
Analyse

v

Code-
erzeugung

#

Zielprogramm

Formale Sprachen sind fiir die beiden ersten Ubersetzungsphasen von
besonderer Bedeutung.

5.1. Lexikalische Analyse
Lineare Analyse, scanning

Strom der Eingabezeichen des Quellprogramms wird linear von links nach
rechts durchlaufen, und in Symbole (tokens, z.B. Schlusselworter, Bezeichner,
Literale) aufgeteilt.

Gestalt der Tokens wird meist uber regulare Ausdrucke definiert (s.o., RA fur
Bezeichner und Gleitpunktzahlen) —» Scanner sind DEAs

Es gibt Scanner-Generatoren (z.B. (f)lex unter UNIX), die
e regulare Ausdrucke als Eingabe erhalten,
e intern einen NEA,
e und daraus einen DEA (in Form eines C-Programms)

erzeugen.

5.2. Syntaktische Analyse
Hierarchische Analyse, Parsing

Strom der Symbole des Scanners wird hierarchisch zu ineinander
geschachtelten Gruppen zusammengefalst (grammatische Satze).

Syntax wird uber KFG definiert.
Beispiele:
e arithmetische Ausdrucke (s.o0.)
e if-then-el se (s.0.)
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Uberpriifung syntaktischer Korrektheit ist daher ein Wortproblem fiir eine
kontextfreie Sprache. Kénnte man mit CYK entscheiden, aber zu teuer (O(n?)).

5.2.1. Top-Down-Parser
Besser: Geschicktes implizites Erstellen des Ableitungsbaumes.

Schreibe fur jede Variable eine eigene rekursive Prozedur (Methode des
rekursiven Abstiegs, recursive descent).

Beispiel:
E— not E|( EF)[truelfalse

e e Y —
Tokens!

F—and Elor E

— ) )
Terminale: not, and, or, true, false, (, )

Fur jede Variable Parse-Prozedur schreiben:
procedure parse_E() {

if (token == "not") {
consune_t oken("not");
parse_ E();
else if (token == "(")
consune_token("(");
parse E();
parse_F();
consune_t oken(")");
else if (token == "true")
consune_token ("true");
else if (token == "fal se");
consune_token ("fal se");
el se
/'l Fehl er
}
procedure parse_F() {
if (token == "and") {
consune_t oken("and");
parse_E();
if (token == "or")
consune_t oken("or");
parse_ E();
}

Die globale Variable t oken enthalt das Lookahead-Symbol. Bestimmt,
welche Ersetzung weiterverfolgt wird.

consune_t oken

e (ibt Fehler aus, wenn Parameter ungleich t oken

e liest neues Token nach t oken
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5.2.2. Pradiktive Parser

Existieren mehrere rechte Seiten zu einer Variable, so kann es sein, dals man
zunachst eine falsche Ersetzung vornimmt, und dann den Analyseprozel$
zurucknehmen mul$ (backtracking).

Nicht erforderlich bei pradiktiven Parsern.

Voraussetzung:

Fur jedes Terminal a und jede Variable A steht zu jeder Zeit fest, welche der
alternativen Ersetzungen A— o |,]...|x, als einzige die mit a beginnende
Terminalfolge herleiten kann.

Ist bei den meisten Programmiersprachen der Fall.

Wichtiges Definitionskriterium fur LL(1)-Grammatiken (Eingabe von links
lesen, Linksableitung erzeugen, Lookahead ist 1 Symbol).

e Bei geeigneter Grammatikwahl hat das Parsen lineare Komplexitat.

e Parser-Generatoren erzeugen fur eine in (E)BNF spezifizierte KFG
Parser-Programme. Beispiele: yacc / bison

5.3. Weitere Phasen und Aufgaben eines Compilers

Semantische Analyse: Typuberprufungen

e Sind Operatoren eines Operanden zulassig?
e Ist Bezeichner von Benutzer definiert worden?

e Stimmen Formal- und Aktualparameter eines Funktionsaufrufes
uberein?

Diese Bedingungen konnen nicht durch KFG sichergestellt werden.
Svmboltabellenverwaltung: Attribute der benutzten Bezeichner

e Typ
e Gultigkeitsbereich

e Dbei Funktionen: Signatur
Wird in allen Ubersetzungsphasen genutzt.
Fehlerbehandlung: Bei Erkennen eines Fehlers:

e moglichst exakte Informationen ausgeben (Lokalisierung, Grund,
Behebung)

e nicht abbrechen, weitere Fehler finden.

Code-Erzeugung: Verlauft in mehreren Schritten

(Zwischencode-Erzeugung, Optimierung, eigentliche Code-Erzeugung) —
Maschinen- oder Assemblercode.
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Teil Il

Berechenbarkeits- und Komplexitatstheorie

6. Abstrakte Rechner- / Programmiermodelle

6.1. Abzahlbarkeit

Mathematischer Begriff, der im folgenden o6fter gebraucht wird.

Definition:

Eine Menge M heilst abzahlbar, wenn es eine surjektive Abbildung f:IN— M

gibt.
Beispiele:

1.
2.

endliche Menge
IN

3. Menge der (positiven) rationalen Zahlen ist abzahlbar!

09.07.2006

Nummerierungsschema

Zahler/ 1 2 3 4 5
Neriner 1° 21 37 41 5'/._‘\r
/1 1 1 1 21
, 1_/2_/'?1./%/.'._5
2 2 2 2
3 C:l_/‘Z_/?;/-‘--?
3 3 3
4 1_‘/2_/.‘..5
4 4
A
5

N

Nummerierungsreihenfolge
»,Diagonalisierungstrick”

jeder Zahl aus Q" kann eine Zahl aus N zugeordnet werden

. Ist R abzahlbar? Nein, denn dies gilt nicht einmal fur die reellen

Zahlen in [0,1]. Denn sonst gabe es eine surjektive Funktion
f:N—[0,1], d.h. {£(1),£(2),£(3),...}=[0,1]

Schreibe Binardarstellungen von £(1), f(2),f(3),... untereinander (hier
nur Nachkommastellen):

f(1):
f(2):
f(3):
f(4):

el Nl =)
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Bilde Komplementarzahl der Diagonale (im Beispiel: 1 0 0 0 ..... ).
Diese Zahl ist zu keinem f(f) identisch — Widerspruch!

R ist uber-abzahlbar.

Anmerkung:
In der theoretischen Informatik ist IN=IN,.

6.2. Berechenbarkeitsbegriff

Beschrankung auf Funktionen f:IN*—N. Alle Berechnungsprobleme konnen
darauf zuruckgefihrt werden.

Ist eine Funktion f:IN*— N fiir jedes Eingabe-Tupel definiert, so heift sie total,
sonst partiell.

Fur ein Tupel (n,,...,n,), fur das f nicht definiert ist, schreiben wir
f(n,,...,n)=1

Definition:

Eine partielle Funktion £:IN“~IN heit berechenbar, falls ein Algorithmus
(Programm) existiert, der fur Eingabe (1,,...,11;)

e nach endlich vielen Schritten mit der Ausgabe f(n,,..., n,) halt, falls
f(ny,...,n)# L

e endlos lauft oder ohne Ausgabe halt, falls f(n,,...,n,)= 1.

Beispiele:

1. Die Ackermannfunktion ack :INXIN—IN
ack(0,m)=m+1
ack(n,0)=ack(n—1,1) fallsn>1
ack(n,m)=ack(n-1,ack(n,m-1)), fallsn, m>1
ist berechenbar.

2. Die uberall undefinierte Funktion
f,:N->IN, f (n)=1 fur alleneN
ist berechenbar. (Z.B. durch Programm, das fur keine Eingabe
terminiert.)

3. Die (3n+1)-Funktion ist berechenbar, aber man weil$ nicht, ob
Berechnung fur jedes n halt.

int achterbahn (int n) {
if (n==1)
return 1,
if (n %2 == 0)
return achterbahn(n/2);
el se
return achterbahn(3*n+l);

}

4. Es mulS Funktionen geben, die nicht berechenbar sind.

09.07.2006 Seite 39



Betrachte Funktionenschar f,:IN—IN mit
f.(n)= 1, falls nAnfangsstuck des Nachkommateils von relRist,
r 0, sonst.

(z.B. £,(1)=1, £ (14159)=1, £ (26)=0)

Menge der paarweise verschiedenen Funktionen

(f]re0,1]}
ist uberabzahlbar; Menge aller Programme, die man in endliches
Alphabet niederschreiben kann, dagegen nur abzahlbar.

6.3. Turingmaschinen

6.3.1. Turing-Berechenbarkeit
Bisher: Turing-Maschinen akzeptieren Worter (Typ-0-Sprachen)
Nun: TM berechnen Funktionen

Beispiel:
DTM, die zu einer Binarzahl 1 addiert

O 10| 1| 1| O - Ol 110 0| O
ratter

% ratter %

™ ™
e Gehe zum rechten Ende (q,)
e Nach links laufen, und len in Oen umwandeln, bis man auf die erste 0

oder O stoRt (qy)

e 0/0Oin 1 umwandeln (q,)
e SLK auf erstes Zeichen setzen (q3)

T=({qy,---, q5),10,11,{0,1,0},5, g, (g5})

)=(q,,0,—) zum rechten Ende laufen
)=(qy,1,—) zum rechten Ende laufen
q,,0)=(q,,0,<) Addiermodus starten
q,,.1)=(q,,0,<) 1len in Oen umwandeln
) ) erste auftretende 0 in 1 umwandeln

q,,0)=(q;,1,0) SLK richtig positioniert

) zum Anfang laufen

) zum Anfang laufen
q,,0)=(qg,;,0,—) SLK richtig positioniert

Ausgabe steht rechts vom SLK
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Eine TM 7=(Q,%,I,s,0,q,.F) definiert eine partielle Funktion f,:> —(r\[0)})"
, also eine Abbildung von einem Ein- auf ein Ausgabewort. Das Ausgabewort
wird als das langste Wort iiber I'\{O} definiert, das nach Terminierung rechts
vom SLK steht (inklusive dem Zeichen unter dem SLK). Ist fur ein we X" die
Berechnung verwerfend (Halten im Nicht-Endzustand) oder unendlich, so
schreiben wir

frw)=1

Umgekehrt definieren wir:
Definition:
Seien 2 und A zwei Alphabete und
f:3 A
eine partielle Funktion 1. Sie heilst Turing-berechenbar, falls es DTM T mit

Eingabealphabet X, einem Arbeitsalphabet I' und Blanksymbol O, so daf3
Acr\{O} und f=1,.

Beispiel fur eine nicht Turing-berechenbare Funktion:

Die Busy Beaver-Funktion bb :IN—IN.

bb(n) gibt an, wie viele Oen eine DTM mit n Zustanden und Arbeitsalphabet
{0,030} maximal auf ein anfangs leeres Band schreiben kann. Es wird
vorausgesetzt, dals die DTM irgendwann halt.

bb(1)=1
bb(2)=4

Warum ist die bb nicht Turing-berechenbar?

6.3.2. Programmierung mit TM

Konzepte hoherer Programmiersprachen konnen in TMen ausgedruckt
werden.

6.3.2.1. Hintereinanderschaltung

Seien T;, T, zwei TMen, T,=(0Q,,2,T,6,, q,;,0, F). Eine TM, die sich zunéchst
wie T;, dann wie T, verhalt und die partielle Funktion
frofy

berechnet, ist
T, T,=(QuQ,, 2, TI,s,q,,,0,F,)
mit
s,(q,a), fallsqeQ\F,
5(q.a)=s,(q.,a), fallsqgeQ,
(qy,,a,0), fallsqeF,

Durch dreimaliges Hintereinanderschalten der TM, die 1 zu einer Binarzahl
addiert, erhalt man eine TM, die 3 addiert.
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6.3.2.2. Bedingte Anweisungen
Analog kann zusammengesetzte TM

start

v

T
Q¢ O
Tl TZ
stop stop

konstruiert werden, die je nach eingenommenem Endzustand von 7 wahlweise
T, oder T, ausfiuhrt.

6.3.2.3. Schleifen
Mit folgender TM T_,, die ein Band uberprift, ob nur eine 0 darauf steht:

( qv ,a,0) fira=0

5(q0/a): a
5(qy,0)=(q,,0,—)
5(q,,a)=(qy,a,o) fura=0O
6(qllD):( qr ,D,@)

Kann mit

eine TM ,WHILE Band # 0 DO T“ konstruiert werden.

Varietat: Mehrband-TMen mit kK Bandern und k unabhangig positionierbaren
SLKen.

Jede Mehrband-TM kann durch Einband-TM simuliert werden.

6.4. Registermaschinen (RM)

Cook, Reckhow (1973)

Auch Random Access Machines (RAM) genannt.
Einfaches Rechnermodell, an realen Rechnern orientiert.
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6.4.1. Definition
Die RM hat

e unendlich viele Reqisterzellen I, 1,,...

e einen Akkumulator I,

e cinen Satz elementarer Befehle und

e einen Programmzahler b.

Inhalt von r; wird mit c(i) bezeichnet (,content”) und kann beliebigen Wert €N
annehmen.

Es wird festgelegt,
e welche Registerzellen welche Eingabewerte enthalten (die anderen sind
initial 0)
e welche Registerzelle nach Programmablauf die Ausgabe enthalt.
RM kann ein Programm ausfuhren
- besteht aus elementaren Befehlen
- Zeilen nummeriert

Befehlszahler gibt an, welche Programmzeile als nachstes bearbeitet wird.
(initial: 1)

Operanden eines Befehls konnen gegeben sein durch:

Operandenart ‘geschrieben »~eigentlicher” Wert

k
c(i) = Wert von Register i
c(c(i)) = Wert von Register c(i)

Konstante #k
direkte Adressierung i
indirekte Adressierung *1

Mit v(x) (,value”) bezeichnen wir den eigentlichen Wert des Arguments x.
Befehl Effekt

LOAD x c(0) = v(x); b++
STORE i c(i) = c(0); b++;
STORE *i if (c(i) >0) {
c(c(i)) =c(0);
b++;
}
el se
b = «; /| Progr ammende
ADD x c(0) += v(x); b++
SUB x c(0) = max {0, c(0) — v(x)};
b++;
MULT x c(0) *= v(x); b++
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DIV x if (v(x) >0) {
c(0) /= v(0);
b++;

}
el se
b = «

GOTO 1 b =1,

JZERO i f (cl()O)_ == 0)

(jump if zero) ol se
b++;

END b = w

Beispiele:

1. f{ m ,n):=m+n+1
init?;lirL ;: I3
1 LOAD 1
2 ADD 2
3 STORE 1
4 LOAD #1
5 ADD 1
6 STORE 3

2. Zuweisung:

c(i) :=c(j) * c(k)

1  LOAD  j
1+1 MULT  k
1+2 STORE i

3. Sc_hleife: _ _

while (c(i) >c(j)) { ...}

LOOP: LOAD i
SUB j
JZERO END LOOP

Schleifen-Body

GOTO  LOOP

END LOOP:

RM Programme ahneln Einadress-Assemblerprogrammen.
Hochsprachenprogramme konnen in RM-Programme ubersetzt werden und
umgekehrt (d.h. gleiche Machtigkeit).

6.4.2. RM-Berechenbarkeit

Eingabe n,,..., n, stehe anfangs in r,,..., ,; Ausgabe nach Terminierung in
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festgelegter Registerzelle i. kurz c|n,...,n,|
Definition:

Die durch eine RM R berechnete partielle Funktion
f:N“>N
ist gegeben durch:

e fy(n,,...,n)=1,falls R fur c|[n,,..., n,] nicht terminiert
e f(n,,.., n,)=c(i), sonst
Definition:

Eine partielle Funktion f:IN*-~IN wird RM-berechenbar genannt, wenn es
eine RM R gibt, mit fz=1.

6.5. Aquivalenz der Berechenbarkeitsbegriffe

Konzept der RM-Berechenbarkeit ist vertrauter als Turing-Berechenbarkeit.
Es gilt:

Satz:
Eine partielle Funktion £:IN“—N ist Turing-berechenbar < fist RM-
berechenbar.
Beweis:
fur die Grundidee siehe Asteroth, Baier
Simulation von RMen durch TMen und umgekehrt.

CHURCHSCHE THESE
Die durch formale Definition der Turing-Berechenbarkeit (aquivalent: RM-
Berechenbarkeit) erfalSte Klasse von berechenbaren partiellen Funktionen
stimmt uberein mit der Klasse der ,,intuitiv” berechenbaren Funktionen.
Anmerkung:

Weitere gleich machtige Berechenbarkeitsbegriffe:
WHILE-, GOTO-Berechenbarkeit, p-Rekursivitat

7. Entscheidungsprobleme

7.1. (Semi-)Entscheidbarkeit

Probleme, bei denen die korrekte Antwort ,Ja“ oder ,Nein“ ist, heilSen
Entscheidungsprobleme.

Z.B. Wortproblem: Ist ein gegebenes Wort we 3" in einer formalen Sprache
Lc 3" enthalten?
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Zusammenhang Entscheidbarkeit <> Berechenbarkeit
Definition:
Eine Sprache Lc 3" heifSt entscheidbar, falls die charakteristische Funktion
von L,X, :3 —{0,1) berechenbar ist. Dabei ist fiir we>":
1, wel
0, wé¢lL

Eine Sprache heilst semi-entscheidbar, falls die ,halbe” charakteristische
Funktion von L,X, ':X —{1, L], berechenbar ist. Dabei ist fiir we 3"

X;(w):=

.

X, (w)= 1, wel
L 1, wegl|
Beispiele:

1. Endliche Mengen sind immer entscheidbar.
2. L={neN|nist prim] ist entscheidbar.

3. L={neN|achterbahn(n)=1} ist (nach heutigem Kenntnisstand) semi-
entscheidbar.

Fur entscheidbare Sprachen mulS es terminierenden Algorithmus geben
(Entscheidungsverfahren), der fir jedes we 3" feststellt, ob we L oder wg L.

Fur semi-entscheidbare Sprachen bricht Entscheidungsverfahren nur ab, falls
weL.

Satz:
Sprache L entscheidbar < L und L semi-entscheidbar.

,=" KkKlar

,<“ Entscheidungsverfahren fir L und L parallel laufen lassen, einer von
beiden muls nach endlicher Zeit anhalten.

7.2. Halteproblem
Definiert eine wichtige entscheidbare Sprache.

Kann man ein Programm P schreiben, das fiir andere Programme feststellt,
ob diese fur eine bestimmte Eingabe terminieren?

Halteproblem-Tabelle (HT):

Menge aller Programme ist abzahlbar: P, P,, P,,...
Menge der endlichen Eingaben ist auch abzahlbar: [, 1, 1, ...

In der unendlichen HT tragen wir an Position (i, j) ein ,]J“ ein, falls Programm
P, fur Eingabe I, terminiert, sonst ,N“.
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p. J J J N ]
P, N J J J ]
Programm P, ] N N J J
P J J J J ]
Po ] N N N ]

Io Il Iz I3 I4

Mit Py lielSe sich Programm Py schreiben, das sich komplementar zur
Diagonale der HT verhalt.

Steht an Position (i, i) ein
e ,J“ solassen wir Py fir Eingabe I, endlos laufen
e ,N“, so halt P, fir /, an.

Fir Py selbst mul’ es in der HT eine Zeile I geben:

P.=P,

Steht in (/, 1) ein ,J“, so mulSte P fur Eingabe I, terminieren. Gleichzeitig (nach
Komplementarkonstruktion) milSte Py fir (/,1) ein ,N“ berechnen, d.h. P,=FP;
endlos laufen — Widerspruch!

Steht in der HT bei (1, I) ein ,N“ ... » Widerspruch!
Ein Programm wie P, ist unmoglich!

Formaler Beweis dieses Halteproblems uber Turingmaschinen (als
allgemeinstes Berechnungsmodell)

Dazu benétigt man eine Abbildung, die einer TM T eine Codierung w,€3"
zuordnet: code(T)=w,, sowie Umkehrung: decode(w)=T,

Definition (mit TM):

Das spezielle Halteproblem ist die Sprache
# :={weX|decode(w)= T, angesetzt auf whélt].

Satz:
# Jist nicht entscheidbar (semi-entscheidbar).

Mit speziellem Halteproblem kann das allgemeine Halteproblem bewiesen
werden:

Definition:

Das allgemeine Halteproblem ist die Sprache
#=[{w#ylw,yeX",decode(w)= T, angesetzt auf Eingabey halt].
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Satz:
Auch # ist nicht entscheidbar.
Weitere Konsequenz: Satz von Rice

Verifikationsprobleme sind meistens unentscheidbar, wenn man keine
Einschrankungen an Programme vorgibt, z.B.

Programm berechnet konstante Funktion

Programm halt fur leere / bestimmte Eingabe

Programm , arbeitet richtig”

7.3. Postsches Korrespondenzproblem

Weiteres unentscheidbares Problem.

Gegeben: *Endliche Folge von Wortpaaren (x,,¥,).(X,,¥,),....( X, ;) mit
X, yE€l.

Gesucht: Folge von Indizes I, I,,...I,€(1,2,..., k] mit X; X,...X; =y, V;...V;

Beispiel:

X, Y. X3 Y3

Korrespondenzproblem mit (? , 181 ), ( 10,06 )1(01 1,1 1)
Mogliche Losung (1, 3,2,3) denn

X1 X3 X X3
-~ — —

X %%%=101110011=101110011=y, y; 5,7,

—_— T —
I Y3 V2 W

[.A. sehr komplex.

Losung fur ((001,0),(01,011),(01,101),(10,001)) erfordert 66 Indizes!
Satz:

Postsches Korrespondenzproblem ist nicht entscheidbar.
Beweis uber Unentscheidbarkeit des Halteproblems.

PCP wird haufig zum Beweis der Unentscheidbarkeit von Problemen bei
formalen Sprachen verwendet.

Z.B. kann mit dem PCP gezeigt werden, dals das Schnittproblem fur
kontextfreie Sprachen (d.i. die Fragestellung, ob der Schnitt zweier
kontextfreier Sprachen leer ist oder nicht) nicht entscheidbar ist.

8. Komplexitatstheorie

Klassifikation von Algorithmen gemald ihres Bedarfs an
»~Berechnungsressourcen” (Rechenzeit, Speicherplatzbedarf)

siehe TAD
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8.1. Komplexitatsklassen und P-NP-Problem

Einteilung entscheidbarer Sprachen in Klassen.

Definition:
Sei £:IN—=IN eine Funktion. Die Klasse D TIME(f(n)) besteht aus allen
Sprachen (£ Berechnungsproblemen) 4, fiir die es eine deterministische
TM (DTM) 7 gibt mit A=L(T) und d time(w)<f(|w)).

Hierbei ist d time,: 3 —IN die Anzahl der Rechenschritte, die 7 fiir
Eingabeworter €3” benotigt.

Definition:
Die Komplexitatsklasse P ist

P:={Ac3|es gibt eine DTM Tmit L( T)= Aund ein Polynom pmitdtime (w)<p(|w|)]
= U DTIME(p(n))

pPolynom

Man sagt: F ist die Klasse der Probleme, fur die effiziente Algorithmen
existieren.

Ausdehnung der Definition auf nichtdeterministische TM (NTM):
Definition:
Fur eine NTM 7 sei

ntime, ()= gnm{Lange aller akzeptierenden Berechnungen von Tfir w], :ZQEQ

NTIME (f(n)) besteht aus allen Sprachen A, fur die es NTM T gibt mit
L(T)=A und ntime (w)<f(|w|).

Es ist
NP:= U NTIME(p(n))
pPolynom
Anmerkung:

Problem aus NP konnen von einer DTM in DTIME (2”'?) gelost werden (p
Polynom), also in exponentieller Zeit.

Definition: (P-NP ProsLEM)
Unbekannt ist, ob PENP oder P=NP.

Momentan grofStes ungelostes Problem der theoretischen Informatik.
Es wird angenommen, dafl PENP,

Wichtige Probleme in NP: Travelling Salesman, Erfullbarkeitsproblem,
Reihenfolgeprobleme (s.u.)
... bisher sind dafur keine polynominalen Algorithmen bekannt.

8.2. NP-Volistandigkeit
Definition:

Eine Sprache A heilst NP-hart, falls das Wortproblem dafir mindestens so
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aufwendig ist wie fur alle Sprachen aus NP.
Eine Sprache A heilst NP-vollstandig, falls A NP-hart ist und AeNP gilt.

Satz:

Sei A NP-vollstandig. Dann gilt
AeP<P=NP.

/NP
NP | wvollst. |
\Qprachey

Beispiel fur eine ganz zentrale NP-vollstandige Sprache:
Definition:
Das Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT):
e gegeben: eine Formel F der Aussagenlogik

e (gesucht: eine Belegung der in F enthaltenen Variablen, so dalS F wahr
ist. Dann ist F erfullbar.

Die Sprache SAT ist die Menge der erfiullbaren Formeln.

Beispiele:
x; ANX,€SAT
x, Vx,€SAT
x, V(x,AX;)€SAT

Richard Kaye
Satz (Look)
SAT ist NP-vollstandig.

Es gibt eine NTM 17, die SAT in polynominaler Rechenzeit erkennt, also
SATeNP. Dazu rat sie eine Variablenbelegung, und verifiziert die Wahrheit
des Ausdrucks (guess and check).

NP-Harte von SAT: Details siehe Schoning

8.3. Weitere NP-volistandige Probleme
Fur folgende Probleme kann gezeigt werden, dalS sie
- aus NP sind, und

- dall man SAT auf sie zuruckfuhren kann,
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sie also auch NP-vollstandig sind:
3SAT: Spezialfall von SAT

® gegeben: Aussagenlogische Formel F in konjunktiver Norm
(Klauselform) mit hochstens 3 Literalen pro Klausel.

® (gesucht: Variablenbelegung, die F wahr macht.
CLIQUE:
e gegeben: ungerichteter Graph G=(V, E) und Zahl k€N

e gesucht: Besitzt G eine Clique der Grofse k? (Teilmenge V' der Knoten
mit |V'|=kund V u, ve V' mit u#v gilt: (u, v)eE)

O O

Clique mitk =3

0-1-RUCKSACK: Ein Dieb hat die Wahl zwischen mehreren Gegenstanden mit
gegebenen Werten und Gewichten. Kann er seinen Rucksack optimal fullen?

e gegeben: Zahlen v, v,,..., ;€N Werte
Wy, Wy,... W, €IN Gewichte
w=Kapazitat Rucksack

der Gegenstande

e gesucht: Gibt es optimale Teilmenge I<(0,1,..., k| mit 1623- W= W ynd ;TVI'
maximal?
PARTITION:

e gegeben: ay,a,,...,a,€N
e gesucht: Gibt es Teilmenge j<(0,1,..., k} mit Z}aj:%aj
i€ J
(Un-)Gerichteter Hamilton-Kreis:

e gegeben: Ein (un-)gerichteter Graph G=(V, E)

e gesucht: Besitzt G einen Hamilton-Kreis? (Zyklischer Pfad, der alle
Knoten genau einmal enthalt.
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Travelling Salesman:

e gegeben: Eine nx m-Matrix (M, ;) von ,Entfernungen” zwischen n
,Stadten” und eine Zahl k

e (gefragt: Gibt es eine Permutation m (eine ,Rundreise”), so dal$

n-1

Z Mn(l),n(1'+1)+Mrr(n),n'(1)S'k?

=1
~ 1000 NP-vollstandige Probleme

Es gibt entscheidbare Sprachen, die nicht in DTIME (f(n)) fur beliebige f(n)
liegen. (keine obere Schranke!)
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Ubungen

Aufgabe 1.2
a) S—a
S—aS
S—aS$s
Typ 2: Links steht nur eine Variable

b) S—a
S—aSsS
a Saa—aaSaaa

kontextsensitiv

Typ 1: Dritte Regel hat links Terminale und Variablen

c) S—a
S—aS
aas—-S8S
Typ 0: Dritte Regel nicht kontextsensitiv, verkurzend

d) S—a
S$—aSs
Typ 3: Rechtslinear
Aufgabe 1.3
S-0|1A —kurz fir S—0
A-1B0d1 S—-1A
B—- aA|0B0
C-1C0A
0,9,3,6,15

Die von der Grammatik beschriebene Sprache enthalt alle Binarzahlen, die
Vielfache von 3 sind.

100101...101 V  « Variable am Ende Ve(S, A, B, C)
=b

5=(0,1)

Interpretation:

S: erzeugt 0 oder eine mit 1 beginnende Binarzahl

A: bmod3=1

B: bmod3=0 [ b JA = [ b 1
C: bmod3=2 b’

Beachten Sie die Konsistenz: A signalisiert bmod3=1

e Durch Anhangen einer 1 hat man
(b-1)mod3=(2b+1)mod3=(2(bmod3)+1)mod3=0. Daher setzt man
SchlulSvariable auf B oder bricht die Ableitung ab.

e Analoge Herleitung beim Anhéngen von 0 — SchlulSvariable C

Ubung 2.1
a) 2=(0,1}, 00,100,0101000,...
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b) ¥={0,1}, 000, 100010,...

V={q,. 9. ;.5

%~ 0q,[0[1 g1
q,—0q|1 g1
@~ 0q;|1 q,/1
&—0q;|1 gyl

Aufgabe 2.4
a) ...

b)
"@i)l>@ Z

> kurz fur O, 1
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Q/x 0 1

0 0 01

01 02 012

02 03 013 hallo :-)
012 023 0123

03 0 01

013 02 012

023 03 013

0123 023 0123

Aufgabe 2.6

Aufgabe 2.7

/@ M
N Black N N C € > NEA
Box @ @ Km rIé]rlutdlzust
\© W e-NEA — NEA '

Aufgabe 2.8
a) '1(0+1)(0+1)
12>
b) 0°(000°+1)'0"
c) (10+0)(10+1)

Aufgabe 2.9
a) Binarworter, bei denen im 1. Teil nur ler-Gruppen gerader Lange, im
2. Teil nur Oer-Gruppen gerader Lange sind.

b) Binarworter, bei denen maximal zwei Oen hintereinander stehen
konnen.
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Aufgabe 2.10

T~

Aufgabe 2.14
Jo 1

J2

ds

4 X X

Q Q

3

Q

2

1

Q

Schritt 0

: nochmal betrachten

keine Anderung

Aufgabe 2.16
n sei Konstante aus Pumping-Lemma.
Wir wéhlen p>n. O°=xpy sei die zugehérige Zerlegung.

Es sei |B|:=m>1.

leByl=p
|Bl=m
lxB'y|=... nicht prim
=p+(i—-1)m
l

=p+(p+1-1)m=p+pm=p(m+1)

Widerspruch! = L nicht reguléar!
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Aufgabe 2.18

L={0"1"0""I>0und m>0}

lw|=n-w=xpy
1. |81=1

2. |xB|<n

3. af'yel i=0,1,2,...

Wir wahlen />n mit n der Konstante aus dem Pumping-Lemma. f#¢ besteht
dann nur aus Oen. Bei mehrfacher Wiederholung oder Weglassen von B ist
die Anzahl der Oen hinter den len keinesfalls mehr gleich der Summe der
vorderen Oen und len.

Aufgabe 2.25

a) (00)*1 (11)* + 0 (00)* (11)*

b) DEA dafur

g (Start)
u

gu

gg

uu

ug

Gerade Anzahl Oen

Ungerade Anzahl Oen

Gerade Anzahl Oen, ungerade Anzahl len
Gerade Anzahl Oen, gerade Anzahl len
Ungerade Anzahl Oen, ungerade Anzahl len
Ungerade Anzahl Oen, gerade Anzahl len
Eingabe wird nicht akzeptiert

C)
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g u gu gg uu ug

N 0o X X 1 1 X
ug X 00 X X
uu 0
gg | %o
gu| X 00
u X
(ug, gn) —2p (N, N)
{ (uu, gg)
(uu, gg) —2» (N, N)
1 (ug, gu)

ug=gu, uu=gg

Aufgabe 3.2

S
a B

aB B

aB B
b b€
akB

2 verschiedene Syntaxbaume, d.h. Grammatik ist mehrdeutig

a) S2aB»aaBB-aaaBBB-aaabBB=aaabbSB=aaabbaBB=
aaabbabbB=aaabbabbS=aaabbabbbA=aaabbabba

b) S aB>aaBB~aaBbS~>aaBbbA=->aaBbba=»aaaBBbba=
aaaBbSbba=»aaaBbaBbba»>aaaBbabbba=aaabbabbba
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Aufgabe 3.4
S—AlaBaC
B—- S|Ba
D- blbDD
A—- B|C|cADb
C-Dlc

Nutzlose Regeln: keine

Elimination Kettenregeln: Digraph

(a) Wir ersetzen B und A durch S (Zyklus!) und haben damit:

S—aSadClcSbSa

C-Dlc

D—- blbDD

(b)Von hinten nach vorne Kettenregeln eliminieren
Ersetze C— D durch C-b/bDD und
S— Cdurch S—-blbDDic

Regelmenge:
S—aSadCcShb|Sa|lblbDD|c
C—c|lblbDD
D—- blbDD

Elimination gemischter rechter Seiten:

$—B,SB,0B.SB|SB,|blB,DD|c

C—c|bB,DD

D—- b|B,DD

B,—a

B,—b

B —c

Regeln mit mehr als zwei Variablen rechts:

5-B,SB,dB.C\|SB,|bB,C)c

C,—SB,

C,—»DD

C-clhB,C,

D—- b|B,C,

B,—a

B,—b

B —-c

Aufgabe 3.6
Wahr.
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,=": Annahme: Sprache L erfiillt das Pumping-Lemma fiir REG.

Es existiert dann eine Zerlegung w=«By flur |w|>n mit

1. |B]=1
2. |xB|<n
3. ap'yel

Wir setzen « ":=¢, up'v=«ap, mit |uv|=|p| und |8 |=|«|.
Behauptung: « ‘upg 'vy erfullt Pumping-Lemma fur CF.

1. [uvI=[BI=1 v

2. luB'vI=lapl=n

3. o« ‘W BVy=p'B"Vy=p"u'vly=8"(uv)'y=aB'y  * Alphabet ist einelementig
= das Pumping-Lemma fur CF ist erfullt.

»,<": Annahme: L erfiillt Pumping-Lemma fur CF.

Sei also w=xpupvy eine entsprechende Zerlegung, die das Pumping-
Lemma fur CF erfullt.

Behauptung: « ‘B'y ‘'mit « =8, B'=uv, y'=ay erfullt Pumping-Lemma fur
REG.

1. [Bl=luvi=l

2. l'B1=lBuvIFIuBvI=sn

3. «'(By =B(uv)ayzau'pv'yel
= das Pumping-Lemma fur REG ist erfullt.

Aus der Aussage folgt z.B., dals
L={0"|pist prim|
nicht nur nicht-regular ist (s.o.), sondern auch nicht kontextfrei.

Aufgabe 3.7

a) w,=aaaaa

a a a a a
{A,C} {AC}y {ACy {AC} {AC})
{B} {B} 1B} 1B}

{S,C,A} {S,C,A} {S,C A}

{B} {B}
{A, 5, C}
—w,€L(G)

b) w,=aaaaaa
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a a a a a a
{A, C} {A, C} {A, C} {A, C} {A, C} {A, C}

{B} {B} {B} {B} {B}
{S,C, A} {S,C A} {S,C A} {S C, A}
{B} {B} {B}
{A, S, C} {A S, C}
{B}
- w,2L(G)
c) wy=baaba
b a a b a
{B} {A,Cy  {A C} {B} {A, C}
{A, S} {B} {S, C} {A, S}
2 {B} {B}
o {A, S, C}
{5, C, A}
- w,€L(G)
Aufgabe zum CYK-Algorithmus
S—-ABBCOACDD|c
A—AD|BA|a
B—-BA|CDb
C-AADB|c
D—- DB|A Qd
C d b a a o d
{S, C} {D} {B} {A}  {A} {S, C} {D}
{B} {C, D} {A, B} {C} {S D} {B}
{B} {C, D} {C, A B,S}{A} {S}

{A, B} {C, D} {S, D, A, B}{A}
{C, A, B,S}{B, S,C,D}{S, A, B}

{S,D, A, B}{B, S, C, D}

{S, ...}

e-NEA — NEA:

NEA — DEA:
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5': 0 1
904, 909, 43 9.9,
doq, qQ; doq, 93 a4,

F" a4, qs qoq:
a; q, g
q, q; q,
Ji] o o

Aufgabe 3.10
Idee: Wir speichern auf dem Keller, wie oft ein Zeichen mehr als das andere
vorkam. Mit dem Zustand merken wir uns, welches Zeichen es ist:

q,: uberzahlige Oen auf Keller
q,: uberzahlige 1en auf Keller

K=({q, :}.10,1},{0, #],5,q,. #)
Wir akzeptieren in q:
5(Q'0101#):{(QO,3#)}

5(qy, 1, #)=(q, a#)] ~ SQrt
5(q,.0,a)=((q,aa))

5(qy.1,a)=((qye)) ,normale”
5(q,,0,a)={(qy )] Verarbeitung
§(q,,1,a)=((q, aa)

Bei (bis auf #) leeren Keller in q, wechseln (leerer
Keller £ #0 = #1)

Akzeptierende Berechnung fiir w,=101001:
(q,,101001,#)F (q,,01001,a#) (q,,1001,#)+ (q,,1001,#)F (q,,001,a#)
(@, 10,#) - (g, 01, #) - (qu. 1, a#) + (qy. €, #)

Aufgabe 4.4
DTM mit Startzustand q,, Endzustand g;:

101010
010011000
01000100 nicht giiltig

— akzeptierend
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Oer-Folgen werden immer langer
DTM mit Startzustand q,, Endzustand q;:

5(q,,0)=(qr0,0) leeres Eingabewort, Akzeptanz

5(gq,,1)=(q,,1,—) erste 0 suchen

5(q,,0)=(q,, X,—) erste 0loschen

5(qy, X)=(qy, X,—) erste 0 suchen (wenn bereits Oen geloscht wurden)
5(q;,0)=(q;,0,—) Oen uberspringen

5(q,,1)=(q,,1,—) Ende Oen Block

5(q,,0)=(qgy, 0O,<) Iteration fertig

5(q,,1)=(q,,1,—-) len uberspringen

5(q,,0)=(q;, X,—) erste 0 Folgeblock loschen

5(q,,X)=(q;, X,—) auf den ler-Block folgen Xe, es mul’ noch eine 0 kommen
5(q,,0)=(qgz, 0O,<) Iteration fertig

6(q;,X)=(q;, X,—) suche nach 0

§(q5,0)=(q,, X,—) 0léschen

1 1
5(qz,10 )=(qs{0(,<) loschen
X X

5(gz,0)=(q,,0,—) neue Iteration starten

q,:Start neue Iteration

q, :Losche erste 0 im nachsten Oen Block

q,:0en Block zu Ende, 1en uberspringen

q,:Es mufs (nach Uberspringen von Xen) eine 0 geloscht werden
gp:Rucklauf

Im Zustand g; auf 0,1 stoSen -> nicht akzeptieren

Aufgabe 6.2
Strategie: Zu jeder O vor der 1 auch eine 0 nach der 1 10schen

DTM:
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6(qy,0)=(q,,0,-)
5(q,,0)=(q,,0,-)
5(q,,1)=(q,,1,-)
6(q,,0)=(q,,0,—)
5(q,,0)=(q;,0,<)
5(q5,0)=(q,.0,-)
6(q4,0)=(gq4.,0, )
6(qs,1)=(gy,1, <)
5(q,,0)=(q,,0,-)
5(q5,1)=(q5,0,<)
5(q5,0)=(q5,0,<)
5(qs,0)=(qp0,-)
5(qy,1)=(gs,0,-)
5(qs.,0)=(qs, 0, )
5(qs,0)=(qr0,0)
Aufgabe 6.4
LOAD
STORE
LOOP: LOAD
JZERO
SUB
STORE
LOAD
MULT
STORE
GOTO
END: END
09.07.2006

erste O links von 1 loschen
bis zur 1 laufen
bis zum Ende laufen
bis zum Ende laufen
zuruck zur letzten 0

letzte 0 1oschen
zum Anfang laufen

von vorne beginnen

n0Oen geloscht, aber vorne eine 0 zu wenig
SLK an Anfang positionieren

Fertig, g Endzustand
n>m,1loschen
ubrige Oen loschen

Fertig
#1 /[l z =1
3 Il c(3) =1
2 [l ¢(0) = m
END // if (m== 0)
#1 /[l m=m-1
2 Il c(2) = m
3 Il c(2) =1z
1 /[l z =z * n
3 Il ¢(3) =1z
LOOP // nachste lteration
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